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Abstrak 
 
Masalah eksistensi dan ketunggalan aproksimasi terbaik suatu titik dalam ruang bernorm telah dipelajari 
oleh Kreyszig (1978), Masalah selanjutnya adalah kaitan antara aproksimasi terbaik dengan titik tetap 
dalam ruang metrik konveks. 
Diperoleh hasil bahwai aproksimasi terbaik untuk suatu titik dalam ruang metrik konveks sempurna 
merupakan titik tetap dari pemetaan kompak. 
 
Kata Kunci: aproksimasi terbaik, titik tetap, ruang metrik konveks (Menger) 
 
Latar Belakang 
Kreyszig (1978) telah memberi pengantar teori dasar tentang aproksimasi terbaik dalam 
ruang bernorm. Ketunggalan aproksimasi terbaik dipenuhi pada ruang bernorm yang 
konveks sempurna, juga pada ruang Hilbert. Untuk ruang bernorm umum diperlukan 
syarat tambahan, misalnya syarat Haar di C[a,b]. Juga telah dipelajari bahwa himpunan 
semua aproksimasi terbaik adalah himpunan konveks. 
 
Permasalahan 
Berkaitan dengan titik tetap, kondisi apa yang diperlukan agar aproksimasi terbaik 
untuk suatu titik merupakan titik tetap? 
 
Urgensi masalah 
Masalah ini lebih difokuskan pada ruang metrik konveks Menger, yang didefinisikan 
menggunakan konsep bola tertutup, berbeda dengan definisi himpunan konveks yang 
sudah dikenal pada Kreyszig (1978).. 
 
PEMBAHASAN 
Dalam pembahasan ini akan disajikan aplikasi titik tetap untuk teori aproksimasi dalam 
ruang metrik konveks. 
Definisi 1 ( Ruang Metrik konveks Menger ) 
Dipresentasikan dalam Seminar Nasional MIPA 2006 dengan tema "Penelitian, Pendidikan, dan 
Penerapan MIPA serta Peranannya dalam Peningkatan Keprofesionalan Pendidik dan Tenaga 
Kependidikan" yang diselenggarakan oleh Fakultas MIPA UNY, Yogyakarta pada tanggal 1 Agustus 
2006 
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Misal (X,d) adalah ruang metrik. (X,d) disebut ruang metrik konveks (Menger) jika 
untuk setiap x,y di X, x ≠y, 0 ≤  r ≤  d(x,y), berlaku 
B[x,r] ∩ B[y,d(x,y) – r]≠ ∅, 
di mana B[x,r] = ⎨ y ∈ X:, d(x,y)  ≤ r ⎬. 
 
Sebuah subset E pada ruang metrik konveks X disebut  konveks  jika  
B[x,r] ∩ B[y,d(x,y) – r] ⊆ E, 0 ≤  r ≤ d(x,y) ∀ x,y ∈ E 
 
Definisi 2 
Misal X adalah ruang metrik dan T : X → X. Sebuah titik  x ∈ X disebut 
titik tetap T, jika  T(x) = x. 
 
Definisi 3 
Ruang metrik konveks X disebut memiliki sifat (A) jika  
∀ x,y ∈ X  berlaku 
B[x, (1-t) d(x,y)] ∩ B[y ,td(x,y) ] = m(x,y,t) untuk  t ∈[0, 1]. 
di mana m(x,y,t) adalah himpunan singleton. 
Bila x = y, maka m(x,y,t) = x. 
 
Dalam ruang metrik konveks yang memiliki sifat (A), B[x, r} adalah himpunan 
konveks. 
Definisi 4 
Misal X adalah ruang metrik konveks. X disebut konveks seragam jika memenuhi sifat 
(A) dan untuk setiap 0>ε , terdapat 0)( >= εδδ  sehingga untuk tiap r > 0 dan x,y,z ∈ 
X dengan εryxdryzdrxzd ≥≤≤ ),(dan ),(,),( , mengakibatkan 
( ) rryxmzd <−≤⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ )(1
2
1
,,, εδ  
Definisi 5 
Suatu ruang metrik konveks X disebut konveks sempurna, jika x,y ∈ B[x,r] dengan 
 maka yx ≠ ),()],(,[)],()1(,[ rzByxtdyByxdtxB ⊆− I  untuk tiap t ∈ (0,1) dan semua  
z ∈ X,  r > 0, di mana { }rzxdXxrzB <∈= ),(:),(  
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Definisi 6 
Sebuah subset F dari ruang metrik konveks X disebut himpunan T-regular jika dan 
hanya jika T : F→ X dan FxTxm ∈⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
2
1),(, , untuk tiap Fx∈  
 
Definisi 7 
Misal (X,d) adalah ruang metrik dan  M ⊆ X. Untuk  x ∈ X, definisikan  
{ }),(),(:)( MxdzxdMzxPM =∈= , 
di mana  d ( x, M ) = inf {d(x,y), y ∈ M } 
 
Sebarang disebut titik aproksimasi terbaik untuk x dari M )(xPz M∈
 
TEOREMA 1. Misal M adalah subset konveks tertutup dari ruang metrik konveks 
lengkap seragam X. Jika  adalah singleton untuk tiap )(xPM Xx∈  , maka  proyeksi 
titik terdekat   adalah kontinu. MXP →:
 
Bukti 
Misal barisan konvergen ke x di X dan }{ nx }{)( zxPM = . Untuk menyederhanakan, 
tulis . Sekarang  adalah barisan Cauchy di M, sebab jika tidak, maka 
terdapat bilangan real positif 
nn uxP =)( }{ nu
ε  dan barisan bagian dan  sehingga untuk 
 berlaku 
}{ nku }{ mku
kk nm > ε≥),( nkmk uud  untuk tiap k. Ambil an 
, sehingga diperoleh 
mkknkk ubua == , d
)},(),,(max{ kkk bxdaxdM =
.
),(
11
2
1
,,, ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−≤⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
k
kk
k
k
kkk M
bad
M
M
Mbamxd δεδ  
Juga 
kk M
Mxd
M
),(1−≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ εδ . Bila 0, →⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛∞→
kM
k εδ
 dan ε  tidak dapat positif. 
Dengan demikian { })( nxP  adalah barisan Cauchy di M, karena itu konvergen ke suatu 
titik z  di M, yaitu  dan z = P(x)..                                    ฀ ),,(),( Mxdzxd =
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TEOREMA 2 Misal F adalah subset T-regular terbatas dari ruang metrik konveks 
lengkap seragam X. Maka berlaku salah satu dari T(x) = x untuk tiap x di F atau terdapat 
 di F sehingga . 0x )(),( 0 FdiamFxd <
 
Bukti 
Andaikan untuk suatu , misal )(, xTxFx ≠∈ ε=))(,( xTxd . Sekarang untuk sebarang   
y di F,  dan )())(,( FdiamxTyd ≤ )(),( Fdiamxyd ≤  
Karena F adalah himpunan T-regular, maka FxTxm ∈⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
2
1),(, . Selanjutnya dengan 
kekonveksan seragam X, terdapat bilangan real positif )(εδ  sehingga 
( ) )()(1
2
1),(,, FdiamxTxmyd εδ−≤⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
, 
yang mengakibatkan 
( ) )()(1
2
1),(,, FdiamxTxmFd εδ−≤⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
, sebab Fy∈  sebarang. 
Pilih ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=
2
1),(,0 xTxmx , maka berlaku ( ) )(, 0 FdiamxFd ≤ .                             ฀ 
Untuk membuktikan teorema 5, diperlukan proposisi-proposisi berikut. 
 
PROPOSISI 3  Misal X adalah ruang metrik konveks sempurna, dan M adalah 
subset X. Jika 
Xu∈
)(, uPyx M∈  dengan yx ≠ , maka Mtyxm ∉),,( , di mana . )1,0(∈t
 
Bukti 
Jika , maka  mengakibatkan Mtyxm ∈),,( )(, uPyx M∈ )),,,(,(),( tyxmuduxd ≤  
dan  Karena X adalah ruang metrik konveks sempurna, maka 
kita peroleh kontradiksi. Karena itu 
)).,,(,(),( tyxmuduyd ≤
)),,,(,(),( tyxmuduxd ≤ )1,0(∈t .      ฀ 
 
PROPOSISI 4 Misal M adalah sebarang subset dari ruang metrik konveks sempurna X 
dan .Jika adalah himpunan T-regular takhampa untuk sebarang 
, maka tiap titik dari adalah titik tetap T. 
MMT →: )(uPM
Xu∈ )(uPM
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Bukti 
Andaikan untuk suatu x di , berlaku )(uPM xxT ≠)( . Dengan proposisi 3, 
MxTxm ∉⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
2
1),(, . Karena itu )(
2
1),(, uPxTxm M∉⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
. Karena adalah himpunan 
T-regular, haruslah T(x) = x. Dengan demikian M-aproksimasi terbaik dari u adalah titik 
tetap T.                                                                                        ฀ 
)(uPM
 
TEOREMA 5 Misal M adalah subset T-regular tertutup dan takhampa dari ruang 
metrik konveks sempurna X, di mana T adalah pemetaan kompak dan . Andaikan 
bahwa  untuk tiap u di M. Maka tiap x di M yang merupakan 
aproksimasi terbaik untuk u adalah titik tetap T. 
Mu∈
( ) ),(),( uxduxTd ≤
 
Bukti 
Misal r = d(u,M), maka terdapat barisan  di M sehingga  
Jelaslah bahwa  adalah barisan terbatas.. Karena T kompak,  adalah 
subset kompak dari M. Jadi  mempunyai barisan konvergen  dengan 
 di M. Sekarang  
}{ ny .),(lim ryud nn =∞→
}{ ny }){( nyTcl
}){( nyT }){( nkyT
xyT nkn =∞→ )(lim
 
( ) ryudyudyTudxudr nnk
n
nk
n kk
==≤=≤ ),(lim),(lim)(,lim),(
 
Dengan demikian . Juga jika  dan 
mengakibatkan 
)(uPx M∈ )(uPy M∈
ruyduyTdr =≤≤ ),()),(( )()( uPyT M∈ . Karena itu  
mengakibatkan . Dengan kekonveksan sempurna X berlaku 
)(uPy M∈
ruyTd =)),((
ruyTymdr <⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛≤ ),
2
1),(,( . Dengan demikian MuPyTym M ∈∈⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ )(
2
1),(, . Dengan 
proposisi 3 haruslah berlaku  y =T( y).                                                    ฀ 
 
TEOREMA 6 Misal M adalah subset T-regular tertutup dan takhampa dari ruang 
metrik konveks sempurna X, di mana  adalah pemetaan kompak. Jika u 
adalah titik tetap T di X \ M, dan 
XXT →:
( ) ( ) ( )))(,())(,())(,())(,(),()(),( xTydyTxdyTydxTxdyxdyTxTd ++++≤ γβα , 
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untuk semua , di mana Xyx ∈, γβα ,,  adalah bilangan real dengan 12 ≤++ γβα , 
maka tiap aproksimasi terbaik di M untuk u adalah titik tetap T. 
 
Bukti 
Untuk  pandang Xx∈
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ))(),(),(
))(),((),())(),((),(),(
))(),((),())(,(),(
))(,())(,())(,())(,(),()(),(
xTuTduxd
xTuTduxdxTuTduxduxd
xTuTduxdxTxduxd
xTuduTxduTudxTxduxduTxTd
γβγβα
γβα
γβα
γβα
++++=
++++≤
+++=
++++≤
 
Dengan demikian ( ) ),(
1
)(),( uxdyTxTd ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−−
++≤ γβ
γβα
. 
Jadi ).,())(),(( uxduTxTd ≤  Dengan teorema 5, maka tiap aproksimasi terbaik di M 
untuk u adalah titik tetapT.                                                                               ฀ 
 
PENUTUP 
Simpulan 
Dalam ruang metrik konveks sempurna yang memiliki subset tertutup T-regular  
di mana T pemetaan kompak berlaku  
( ) ),(),( uxduxTd ≤ ,  x,u∈ M 
atau ( ) ( ) ( )))(,())(,())(,())(,(),()(),( xTydyTxdyTydxTxdyxdyTxTd ++++≤ γβα  
Xyx ∈, , di mana γβα ,,  adalah bilangan real dengan 12 ≤++ γβα , u ∈ X/M,  
tiap aproksimasi terbaik u di M adalah titik tetap T 
 
Saran   
Kaitan antara aproksimasi terbaik dengan teori lain misalnya teori proyeksi diharapkan 
dapat dibahas pada kajian berikutnya.          
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